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บทที ่1 

กรุป (Groups) 

สัญลกัษณ์ 

ต่อไปน้ีเป็นสัญลกัษณ์ท่ีใชส้าํหรับเอกสารประกอบวชิา ค.331 : พีชคณิตนามธรรม 1 

   = เซตของจาํนวนนบั 

   = เซตของจาํนวนเตม็ 

 +
  = เซตของจาํนวนเตม็บวก 

 −
  = เซตของจาํนวนเตม็ลบ 

   = เซตของจาํนวนตรรกยะ 

 + = เซตของจาํนวนตรรกยะบวก 

 −  = เซตของจาํนวนตรรกยะลบ 

   = เซตของจาํนวนจริง 

 +
  = เซตของจาํนวนจริงบวก 

 −
  = เซตของจาํนวนจริงลบ 

   = เซตของจาํนวนเชิงซอ้น 
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1.1  การดําเนินการทวภิาค (Binary Operations) 

บทนิยาม 1.1 กาํหนดให ้ A  เป็นเซตท่ีไม่ใช่เซตวา่ง และ {( , , }) |A A a b a Ab= ∈×  เป็นผลคูณคาร์

ทีเซียน (cartesian) ของเซต A จะเรียกฟังกช์นั *  จาก A A×  ไปยงั A  วา่ การดําเนินการทวิภาคบนเซต 

A  (binary operation on set A ) หรือกล่าวอีกนยัหน่ึงไดว้า่ การดาํเนินการทวิภาค *  บนเซต A  เป็น

สมบติั ซ่ึงกาํหนดวา่ทุกๆ คู่อนัดบั ( , )a b A A∈ ×  ตอ้งไปเกี่ยวขอ้งกบัสมาชิกในเซต A  เพียงตัวเดียว

เท่าน้ัน โดยสมาชิกตวัน้ีจะเขียนแทนด้วย *(( , ))a b  (ภาพ (image) ของ ( , )a b ) ต่อไปจะเขียนแทน 

*(( , ))a b  ดว้ย *a b  

ตัวอย่าง 1.2 กาํหนดให ้ :+ × →    นิยามโดย ( )( , )a b a b+ = +  (ผลบวกของ a  และ b )  

 เช่น ( )(2,3) 2 3 5+ = + =  

  ( )( 1,0) 1 0 1+ − = − + = −  

 ดงันั้น การบวก ( + ) เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซตของจาํนวนเต็ม และจะใช้ a b+  แทน 

( )( , )a b+  

ตัวอย่าง 1.3 กาํหนดให ้ :− × →    นิยามโดย ( )( , )a b a b− = −  (ผลต่างของ a  และ b )  

 เช่น ( )(4,3) 4 3 1− = − =  

  ( )(7, 2) 7 ( 2) 9+ − = − − =  

 ดงันั้น การลบ ( −  )  เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซตของจาํนวนเต็ม และจะใช้ a b−  แทน 

( )( , )a b−  

ตัวอย่าง 1.4 กาํหนดให ้ :× × →    นิยามโดย ( )( , )a b a b× = ×  (ผลคูณของ a  และ b )  

 เช่น ( ) 1(5,1) 5 5= × =×  

  ( )(8, 3) 8 ( 3) 24× ×− = − = −  

 ดงันั้น การคูณ ( ×  )  เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซตของจาํนวนเต็ม และจะใช้ a b×  แทน 

( )( , )a b×  
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สรุป การบวก การลบ และการคูณเป็นการดาํเนินการทวภิาคบนเซตของจาํนวนเตม็   

คําถาม การหาร ( ÷  ) เป็นการดาํเนินการทวภิาคบนเซตของจาํนวนเตม็หรือไม่ 

คําตอบ การหาร ( ÷  ) ไม่เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซตของจาํนวนเต็ม เพราะวา่ (1, 2) ∈ ×   แต่ 

1
2
∈/   

ตัวอย่าง 1.4 การบวก การลบ และการคูณ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซตของจาํนวนจริง   แต่

การหาร ไม่เป็นการดาํเนินการทวภิาคบนเซตของจาํนวนจริง   

ตัวอย่าง 1.5 กาํหนดให ้ {1, 1, , }G i i= − −  เป็นเซตยอ่ย (subset) ของเซตของจาํนวนเชิงซอ้น   

 พิจารณาตารางการคูณของสมาชิกในเซต G  ต่อไปน้ี 

×  1 1−  i  i−  

1 1 1−  i  i−  

1−  1−  1 i−  i  

i  i  i−  1−  1 

i−  i−  i  1 1−  

 จะพบว่าการคูณเป็นการดํา เ นินการทวิภาคบนเซต G  ทั้ ง น้ี เพราะว่าทุกๆ คู่อันดับ 

( , )a b G G∈ ×  จะไปเก่ียวขอ้งกบัสมาชิกในเซต G  เพยีงตวัเดยีวเท่าน้ัน 

หมายเหตุ ตวัอยา่ง 1.5 เป็นการแสดงการดาํเนินการทวิภาคโดยตาราง ซ่ึงถา้เซต A  เป็นเซตจาํกดั

ทีมี่จาํนวนสมาชิกนอ้ยๆ เพื่อความสะดวกจะนิยมใชต้ารางกาํหนดการดาํเนินการทวิภาคบนเซต A  ซ่ึงมี

วธีิสร้างตารางดงัน้ี 

 เร่ิมจากเขียนสมาชิกทั้งหมดของเซต A  ลงบนแถวบนสุดและหลกัแรกของตาราง โดยให้ลาํดบั

ของสมาชิกเหมือนกนั ในการหาผลลพัธ์ท่ีไดจ้าก *a b  อาจดูไดจ้ากตาราง  

*  … a  … b  

   
 

 
 

a   *a a   *a b  

      

b   *b a   *b b  
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จากตาราง สมาชิกในตารางที่อยู่ในตาํแหน่งของแถวตรงกบัสมาชิก a A∈  และตาํแหน่งของหลกัตรง

กบัสมาชิก b A∈  หมายถึง *a b  ซ่ึงตารางดงักล่าวขา้งตน้ เรียกวา่ ตารางการคูณของเคย์เลย์ (Cayley’s 

table) 

 ต่อไปจะทบทวนสมบติัของจาํนวนเต็มบางประการ ซ่ึงอาจจะถูกนาํไปอา้งอิงถึงหรือนาํไปใชใ้น

โอกาสต่อไป 

บทนิยาม 1.6 กาํหนดให้ ,a b  เป็นจาํนวนเต็ม และ n  เป็นจาํนวนเต็มบวก จะกล่าวว่า a  คอนกรู

เอนซ์กับ b  มอดุโล n  ( a  is congruent to b  modulo n ) เขียนแทนดว้ย (mod )a b n≡  ก็ต่อเม่ือ 

| ( )n a b−  ( n  หาร ( )a b−  ลงตวั) หรือ a b kn− =  บางจาํนวนเตม็ k  

บทนิยาม 1.7 กาํหนดให ้ a  เป็นจาํนวนเต็มและ n  เป็นจาํนวนเต็มบวก จะเขียนแทนเซตของจาํนวน

เตม็ทั้งหมดท่ีคอนกรูเอนซ์กบั a  มอดุโล n  ดว้ยสัญลกัษณ์ [ ]a  หรือ a  เม่ือ 

   | (mod { )}[ ] x aa nx∈ ≡=   

   { | ( )}n ax x= ∈ −  

   { |x x a kn= ∈ − =  บางจาํนวนเตม็ }k  

   { |x x a kn= ∈ = +  บางจาํนวนเตม็ }k  

เรียก [ ]a  วา่เป็น ช้ันสมมูล (equivalence class) ของจาํนวนเต็มภายใตค้อนกรูเอนซ์มอดุโล n  ท่ีมี a  

เป็นสมาชิก และเรียก a  วา่เป็น ตวัแทน (representation) ของชั้นสมมูล [ ]a  

ทฤษฎบีท 1.8 กาํหนดให้ n  เป็นจาํนวนเต็มบวกใด ๆ จะไดว้า่ความสัมพนัธ์คอนกรูเอนซ์มอดุโล n  

จะแบ่งเซตของจาํนวนเต็มออกเป็น n  ชั้ นสมมูลของจาํนวนเต็มภายใต้คอนกรูเอนซ์มอดุโล n  ท่ี

แตกต่างกนั 

 ชั้นสมมูลของจาํนวนเต็มภายใตค้อนกรูเอนซ์มอดุโล n  บนเซตของจาํนวนเต็มท่ีแตกต่างกนั คือ 

[0],[1],...,[ 1]n −  หรือ 0, 1,..., 1n −  จะใช้สัญลักษณ์ n  แทนเซต { }[0],[1],...,[ 1]n −  หรือ 

{ }0, 1,..., 1n −  เช่น 3 {[0],[1],[2]}=  เม่ือ 

  [0] { | 3xx k∈ ==   บางจาํนวนเตม็ } {..., 9, 6, 3,0,3,6,9,...}k = − − −  
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  [ |] 3{ 11 x kx∈ = +=   บางจาํนวนเตม็ } {..., 8, 5, 2,1, 4,7,10,...}k = − − −  

  [ |] 3{ 22 x kx∈ = +=   บางจาํนวนเตม็ } {..., 7, 4, 1, 2,5,8,11,...}k = − − −  

ข้อสังเกต 

1. อินเตอร์เซกชนัของชั้นสมมูลของจาํนวนเต็มภายใตค้อนกรูเอนซ์มอดุโล 3 สองชั้นสมมูลใดๆ จะ

เป็นเซตวา่ง กล่าวคือ [0] [1] [0] [, ,2] [1] [2]∩ = ∩ = ∩∅ ∅ =∅  

2. [0] [1] [2]∪ ∪ =   

3. สําหรับชั้นสมมูลของจาํนวนเต็มภายใตค้อนกรูเอนซ์มอดุโล 3 นั้น จะได้ว่าชั้นสมมูลหน่ึงชั้น

สมมูลใดๆ สามารถเขียนไดห้ลายรูปแบบ โดยเปล่ียนแต่ละตวัแทนซ่ึงเป็นสมาชิกของชั้นสมมูล

นั้นๆ เช่น [ 9] [ 6] [ 3] [0] [3] ...− = − = − = = =  และตวัแทนของชั้นสมมูลเหล่าน้ีจะต่างกนัด้วย

จาํนวน 3k  เม่ือ k∈  เพื่อความสะดวกจะใช้จาํนวนเต็มที่ไม่เป็นลบที่น้อยที่สุดจากแต่ละชั้น

สมมูลมาเป็นตวัแทน 

4. สําหรับแต่ละจาํนวนเต็มบวก n  เซตของจาํนวนเต็มมอดุโล n  จะประกอบกนัเป็น ผลแบ่งกั้น 

(partition) ของเซตของจาํนวนเตม็   นัน่เอง 

ตัวอย่าง 1.9 ตารางการดาํเนินการทวภิาค 4+  บน 4  คือ 

+ 0  1 2  3  

0  0  1 2  3  

1 1 2  3  0  

2  2  3  0  1 

3  3  0  1 2  

          บทนิยาม 1.10 กําหนดให้ A  เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่าง การดําเนินการทวิภาค  *  บนเซต A  จะ

สอดคลอ้งกบัสมบัติการสลับที่ (commutative property หรือ abelian property) ก็ต่อเม่ือ * *a b b a=  

สาํหรับทุกๆ ,a b A∈  

บทนิยาม 1.11 กําหนดให้ A  เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่าง การดําเนินการทวิภาค *  บนเซต A  จะ

สอดคลอ้งกบัสมบัติการเปลี่ยนหมู่ (associative property) ก็ต่อเม่ือ ( ) ( )* * * *a b c a b c=  สําหรับทุกๆ 

, ,a b c A∈  
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ตัวอย่าง 1.12 กาํหนดให้ {1,2,3,4,5,6}A =  และการดาํเนินการทวิภาคบนเซต A  กาํหนดโดย

ตารางต่อไปน้ี 

* 1 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 

2 2 3 1 5 6 4 

3 3 1 2 6 4 5 

4 4 6 5 1 3 2 

5 5 4 6 2 1 3 

6 6 5 4 3 2 1 

จะเห็นวา่ การดาํเนินการทวภิาคในตวัอยา่ง ไม่มีสมบติัการสลบัท่ี เพราะวา่ 4*5 3=  แต่ 5*4 2=  

ตัวอย่าง 1.13 กาํหนดให ้ { , , , }A a b c d=  และกาํหนดการดาํเนินการบนเซต A  ดงัตารางต่อไปน้ี    

*  a  b  c  d  

a  a  b  c  d  

b  b  c  d  a  

c  c  d  a  b  

d  d  a  b  c  

 จากตาราง จะไดว้า่ * , * , * , *b a b b b c b c d b d a= = = =  ฯลฯ นอกจากน้ียงัไดอี้กวา่ *  เป็น

การดาํเนินการทวภิาคบนเซต A  และสอดคลอ้งกบัสมบติัการสลบัท่ีและสมบติัการเปล่ียนหมู่ 

หมายเหตุ  การแสดงวา่ การดาํเนินการทวภิาค *  บนเซต A  ท่ีกาํหนดโดยตารางแสดงการดาํเนินการนั้น

มีสมบติัการเปล่ียนหมู่และสมบติัการสลบัที่ จะตอ้งทาํโดยการแจกแจงกรณี เช่น ในตวัอยา่งขา้งตน้นั้น 

ถา้ตอ้งการแสดงวา่ ( ) ( )* * * *a b c a b c=  สําหรับทุกๆ , ,a b c A∈  จะตอ้งทาํการแจงกรณีทั้งหมด 43 

= 64 กรณี และในการแสดงวา่ * *a b b a=  สําหรับทุก ๆ ,a b A∈  จะตอ้งทาํการแจงกรณีทั้งหมด 6 

กรณี นัน่คือ 

 * *a b b b a= =   * *a c c c a= =   * *a d d d a= =    

 * *b c d c b= =   * *b d a d b= =   * *c d b d c= =  
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ข้อสังเกต 

 สาํหรับการดาํเนินการ *  บนเซต A  จะเรียกวา่เป็นการดาํเนินการทวภิาคบนเซต A  จะตอ้ง

สอดคลอ้งกบัสมบติั 2 ขอ้ต่อไปน้ี 

1. *a b  จะตอ้งไดผ้ลลพัธ์เพยีงค่าเดียวเท่านั้น สาํหรับทุกๆ ,a b A∈  

2. *a b A∈  สาํหรับทุกๆ ,a b A∈  
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แบบฝึกหัด 1.1 

1. จงแสดงวา่ การหาร ( ÷  )  ไม่เป็นการดาํเนินการทวภิาคบนเซตของจาํนวนจริง   

2. จงแสดงวา่ การลบ ( −  )   ไม่เป็นการดาํเนินการทวภิาคบนเซตของจาํนวนเตม็บวก +
  

3. กาํหนดให ้*: × →    นิยามโดย *a b  เท่ากบัจาํนวนท่ีมีค่านอ้ยกวา่ระหวา่ง a  กบั b หรือ

เท่ากบั a  หรือ b  ถา้ a b=  เช่น 3*8 3=  และ 2* 2 2− − = −  จงพิจารณาว่า *  ที่กาํหนดให้

เป็นการดาํเนินการทวภิาคหรือไม่ 

4. จงเขียนตารางการดาํเนินการทวภิาค 4·  บน 4  

5. จงเติมสมาชิกลงในตารางแสดงการดาํเนินการทวิภาค *  บนเซต { , , , }a b c d  แล้วทาํให้ *  

สอดคลอ้งกบัสมบติัการสลบัท่ี 

*  a  b  c  d  

a  a  b   d  

b   c    

c  c  d  a  b  

d   a   c  

6. จงเติมสมาชิกลงในตารางแสดงการดาํเนินการทวิภาค *  บนเซต { , , , }w x y z  แลว้ทาํให้ *  

สอดคลอ้งกบัสมบติัการเปล่ียนหมู่ 

*  w  x  y  z  

w  y     

x  z  w    

y      

z     w  

 


